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Le but de cette note-ci est de prouver de fac¸on e´le´mentaire que l’ensemble
de Julia d’une fonction entie`re transcendente a` une variable complexe n’est
pas vide et est parfait. Ces re´sultats sont bien suˆr de´ja connus: la premie`re
preuve remonte a` Baker [1] et utilisait la the´orie des surfaces de recouvrement
d’Ahlfors. Des de´monstrations plus simples ont e´te´ publie´es par Schwick [9],
Bargmann [2] et Bergweiler [4].
On prouvera de fac¸on plutoˆt directe que J 6= ∅, alors que la de´monstration
que J est parfait ne sera que une adapation d’un argument de [6] (voir th. 1,
p.8) pour les fractions rationnelles, base´ sur le lemme de renormalisation de
Zalcman (lemme 1, [10]). Parmi les nombreux articles a` ce sujet le lecteur
pourra consulter aussi [2, 4, 5, 7].
Lemme 1 Soit H := {fα} une famille de fonctions me´romorphes sur un
domaine W ⊂ C: si H n’est pas normale a` v ∈ W, alors il existe des suites
{vn} → v, {rn} ↓ 0, {fn} ⊂ H et une fonction me´romorphe non constante
h sur C (a` de´rive´e sphe´rique borne´e sur C) telles que {fn(vn + rnz)} → h
uniforme´ment sur tout compact de C.
Rappelons que l’ensemble de Fatou Ff de f est l’ensemble des points au
voisinage desquels les ite´re´es de f forment une famille normale de fonctions
holomorphes; l’ensemble de Julia Jf est le comple´mentaire de Ff ; Ff est
ouvert alors que Jf est ferme´.
Ces ensembles sont comple`tement invariants; on a aussi Jf = Jf◦n et
Ff = Ff◦n pour tout n, voir par exemple [3], lemme 13.
Lemme 2 Soit f une fonction entie`re transcendante: alors il existe η ∈ C
tel que f◦2(η) = η.
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De´monstration: supposons par l’absurde qu’il n’existe pas un tel point.
A fortiori, f n’a pas de points fixes, ainsi g(z) := (f◦2(z)− z)/(f(z) − z)
est une fonction entie`re ne prenant pas la valeur 0. Graˆce au the´ore`me de
Picard, elle prend la valeur 1: soit z0 ∈ g
−1(1). On a f◦2(z0) = f(z0), ainsi
f(z0) est un point fixe de f : c’est une contradiction.
The´ore`me 3 Soit f une fonction entie`re transcendante: alors Jf 6= ∅.
De´monstration Quitte a` remplacer f par f◦2, on peut supposer que f ait au
moins un point fixe (lemme 2).
Cas a): f a au moins deux points fixes p1 et p2: on peut supposer pi ∈ Ff ,
i = 1, 2, car sinon il n’y a rien a` montrer. Il existe donc au moins deux
composantes de Fatou C1 et C2: donc ∅ 6= ∂Ci ⊂ Jf .
Cas b): f a exactement un point fixe p: supposons par l’absurde Ff = C.
Or, soit p est un point fixe attractif, soit irrationnellement neutre. Dans le
premeier cas, C est le bassin d’attraction a` p; dans le deuxie`me cas, C est
un disque de Siegel. En tout cas, on proive par line´arisation de Ko¨nigs que
f est injectif sur C (voir par exemple [8], th. II.1, II.20, remarque II.21).
C’est une contradiction, car on a suppose´ f transcendant.
Le the´ore`me suivant est une adaptation du the´ore`me 1, p.8 de [6] au cas
transcendant.
The´ore`me 4 L’ensemble de Julia J d’une fonction entie`re transcendante
f est parfait.
De´monstration Montrons d’abord que J est infini: si J contient au moins
deux points, alors, graˆce au thoreme de Picard, f−1(J ) est infini et on con-
clut en observant que f−1(J ) ⊂ J . Montrons par ailleurs que l’hypothe`se
que J contienne exactement un point x, elle me`ne a` une contradiction: en
effet, f(x) ∈ J , donc f(x) = x. Analoguement, f−1(x) = {x}. Donc
z 7→ (f(z) − x)/(z − x) est une fonction entie´re transcendante ne prenant
pas la valeur 0, donc elle prend la valeur 1 une infinite´ de fois, graˆce au
the´ore`me de Picard. Ainsi f a une infinite´ de points fixes. Si un nombre
infini de ceux-ci sont contenus dans J , on a termine´; si, au contraire, il y en
a seulement un nombre fini, alors il existe un nombre infini de composantes
de Fatou, ce qui entraˆıne aise´ment que J est e´galement infini.
Soit maintenant ξ ∈ J : graˆce au lemme 1, il existe des suites {vk} → ξ,
{rk} ↓ 0, {f
◦nk} ⊂ {f◦n} et une fonction me´romorphe non constante h sur
C telles que {f◦nk(vk + rkz)} → h uniforme´ment sur tout compact de C;
graˆce au lemme de Hurwitz, h ne prend pas la valeur ∞: c’est donc une
fonction entie`re.
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On peut trouver z0, z1 ∈ C tels que h(z0) et h(z1) soient deux points
distincts de J : graˆce au lemme de Hurwitz, il existe deux suites {z0k} → z0
et {z1k} → z1 telles que f
◦nk(vk+rkz0k) = h(z0) et f
◦nk(vk+rkz1k) = h(z1),
ce qui entraˆıne vk + rkz0k ∈ J et vk + rkz1k ∈ J pour tout k. L’une au
moins des deux suites {vk + rkz0k} et {vk + rkz1k} n’est pas stationnaire et
converge vers ξ dans J . Cela conclut la de´monstration.
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